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Pik kwazielastyczny

Rysunek: Schemat spektrum dla rozpraszania elektron-jądro, źródło: Matthew
C.Osborn, Kinematic Scaling in Quasielastic Electron Scattering
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Rozpraszanie kwazielastyczne

Znamy energię elektronów padajacych Ek .
Mierzymy energie końcową elektronu E ′k po rozproszeniu, kąt rozproszenia
θ oraz przekrój czynny d2σ

dΩdE ′k
.
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Rozpraszanie kwazielastyczne

Rysunek: Schemat procesu rozpraszania elektronu na jądrze atomowym z uwolnieniem
jednego nukleonu z wymianą jednego fotonu

przekaz czteropędu: qµ = kµ − k ′µ = (ω,q)
przekaz energii: ω = Ek − E ′k
przekaz pędu: q = k− k′
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Przybliżenie impulsowe

k

k'

p'

p

Rysunek: Schemat procesu rozpraszania elektronu na jądrze atomowym w
przybliżeniu impulsowym

Foton sonduje jądro w zakresie 1/|q|, dla odpowiednio dużych wartości |q|
w tym obszarze znajduje sie tylko jeden nukleon.
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Przekrój czynny

W wyniku rachunków, których tu nie przytaczam, znajdujemy wyrażenie
na przekrój czynny dla rozpraszania kwazielastycznego elektron-jądro w
postaci całki:

d2σ

dΩdE ′k
= 4α2

∫
E ′k

EkEpE ′p
LµνH

µν 1
q4

S(p,E )δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

gdzie Ep =
√
M2 + p2, E ′p =

√
M2 + (p+ q)2 oraz

S(p,E ) - funkcja spektralna
Lµν - tensor leptonowy
Hµν - tensor hadronowy
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Funkcja spektralna

d2σ
dΩdE ′k

= 4α2
∫ E ′k

Ek EpE ′p
LµνH

µν 1
q4

S(p,E ) δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

S(p,E ) - Funkcja spektralna nukleonu opisuje rozkład
prawdopodobieństwa, że z jądra A zostanie usunięty nukleon o pędzie p i
powstanie jądro B o energii EB = MA −M + E .

S(p,E ) = δ(M + EB −MA − E )
−∑
sA

∑
sB

∑
s

|〈(pB , sB)|as(p)|(pA, sA)〉|2

as(p)-operator anihilacji protonu/neutronu
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Model gazu Fermiego

jądro to złożenie dwóch niezależnych układów nukleonów

podlegają zakazowi Pauliego

parametry: EF (pF ) i energia wiązania nukleonu ε

dla globalnego gazu Fermiego - stała gestość jądra
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Funkcja spektralna

d2σ
dΩdE ′k

= 4α2
∫ E ′k

Ek EpE ′p
LµνH

µν 1
q4

S(p,E ) δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

Operator anihilacji nukleonu powoduje usunięcie nukleonu z morza
Fermiego:
a(p)|pA〉 = θ(pF − |p|)|pA − p〉

Blokowanie Pauliego:
S(p,E ) ∼ θ(|q+ p| − pF )

Dla globalnego gazu Fermiego:
Sp(p,E ) = θ(pp

F − |p|)θ(|q+ p| − pp
F )δ(M + EB −MA − E ) 3Z

4πpp
F
3

Sn(p,E ) = θ(pn
F − |p|)θ(|q+ p| − pn

F )δ(M + EB −MA − E ) 3N
4πpn

F
3

10 / 40



Lokalny gaz Fermiego

(
d2σ

dΩdE ′k

)
GFG

= 4α2
∫ E ′k

Ek EpE ′p
LµνH

µν 1
q4
S(p,E )δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

Uwzględniamy zależnośc gęstości ρ(r) od odległości od centrum jądra:(
d2σ

dΩdE ′k

)
LFG

=

∫
dr3ρ(r)

(
d2σ

dΩdE ′k

)
GFG

(pF (r))

Pęd Fermiego zależy od r :

2
4
3πpF (r)3

(2π)3/V
= n

ρ(r) = n
V = pF (r)3

3π2

pF (r) = (3π2ρ(r))1/3
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Lokalny gaz Fermiego

Do wyrażenia rozkładu gęstości użyjemy funkcji analitycznej (model
3-paramerowy):

ρ(r) =
ρ0(1 + wr2

c2
)

1 + e(r−c)/z

Rysunek:
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Tensor laptonowy

d2σ
dΩdE ′k

= 4α2
∫ E ′k

Ek EpE ′p
Lµν Hµν 1

q4
S(p,E )δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

Lµν =
1
2
m2
∑
λ,λ′

u(k ′, λ′)γµu(k , λ)(u(k ′, λ′)γνu(k, λ))∗

=
1
2

(kµk
′
ν + kνk

′
µ − (k , k ′)gµν)

Prąd leptonowy ziązany z elektronem:

J lept
µ (x) =

m

(2π)3
√
EkEk ′

u(k ′, λ′)γµu(k , λ)e−i(x ,k−k ′)

gdzie u(k , λ) - spinor Diraca
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Tensor hadronowy

d2σ
dΩdE ′k

= 4α2
∫ E ′k

Ek EpE ′p
Lµν Hµν 1

q4
S(p,E )δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

Hadrony posiadają strukturę wewnętrzną.
u(p′, s ′)γµu(p, s)→ u(p′, s ′)Γµu(p, s)

Prąd hadronowy związany ze (swobodnym) nukleonem:

J hadr
µ (x) =

M

(2π)3
√
EpEp′

u(p′, s ′)Γµu(p, s)e−i(x ,p−p′)
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Tensor hadronowy
d2σ

dΩdE ′k
= 4α2

∫ E ′k
Ek EpE ′p

Lµν Hµν 1
q4
S(p,E )δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

W wyrażeniu na prąd hadronowy macierz wierzchołka Γµ jest
skonstruowana z pędów pµ i p′µ, masy M oraz macierzy:
{1l, γµ, γµγ5, γ5, σµν}.

Parzystość jest zachowana, w macierzy Γµ nie występują człony
zawierające γ5.

Ogólna forma Γµ ma postać:

Γµ = F1(q
2)γµ + i

σµν(p′ν − pν)

2M
F2(q

2)
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Tensor hadronowy

d2σ
dΩdE ′k

= 4α2
∫ E ′k

Ek EpE ′p
Lµν Hµν 1

q4
S(p,E )δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

Γµ = F1(q
2)γµ + i

σµν(p′ν − pν)

2M
F2(q

2)

Prąd jest zachowany, tzn spełniona jest własność ∂µJ µhadr (x) = 0
(qµJ µhadr (0) = 0).

Dla pierwszego członu skorzystamy z równania Diraca:
qµu(p′, s ′)γµu(p, s) = u(p′, s ′)(γµp

′µ − γµpµ)u(p, s) = 0

Dla drugiego członu skorzystamy z antysymetryczności σµν :
qµqνu(p′, s ′)σµνu(p, s) = −qµqνu(p′, s ′)σµνu(p, s) = 0
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Tensor hadronowy
d2σ

dΩdE ′k
= 4α2

∫ E ′k
Ek EpE ′p

Lµν Hµν 1
q4
S(p,E )δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

Tę własność spełnia również człon postaci u(p′, s ′)(p′µ + pµ)u(p, s):
qµ(p′µ + pµ) = p′2 − p2 = M2 −M2 = 0

ale można go wyrazić przez dwa poprzednie korzystając z tożsamości
Gordona
u(p, s)[2Mγµ − (pµ + p′µ)− iσµνq

ν ]u(p′, s ′) = 0

Przy pomocy tożsamości Gordona otrzymujemy równoważną postać Γµ :

Γµ = (F1(q
2) + F2(q

2))γµ −
p′µ + pµ

2M
F2(q

2)
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Tensor hadronowy

d2σ
dΩdE ′k

= 4α2
∫ E ′k

Ek EpE ′p
Lµν Hµν 1

q4
S(p,E )δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

Γµ = F1(q
2)γµ + i

σµν(p′ν − pν)

2M
F2(q

2)

Macierz Γµ otrzymujemy z dokładnością do skalarnych współczynników
nazywanych czynnikami postaci.
Jedyna zmienna skalarna, jaką możemy zbudować z pµ i p′µ to

pµp′µ = M2 − q2

2 . A więc F1, F2 są funkcjami q2
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Tensor hadronowy

d2σ
dΩdE ′k

= 4α2
∫ E ′k

Ek EpE ′p
Lµν Hµν 1

q4
S(p,E )δ(E −M + Ep′ − ω)dEdp3

Dla swobodnego nukleonu:

H free nucleonµν =
1
2
M2

∑
s,s′

u(p′, s ′)Γµu(p, s)(u(p′, s ′)Γνu(p, s))∗ =

=
1
4
q2
(
gµν −

qµqν
q2

)
H1(q)

+

(
pµ − qµ

(p, q)

q2

)(
pν − qν

(p, q)

q2

)
H2(q)

H1 = (F1 + F2)
2

H2 =

(
F 21 −

F 22
4M2 q

2
)

Ale w jądrze nukleon jest związany.
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Przybliżenie fali płaskiej

Rysunek: Schemat procesu rozpraszania elektronu na jądrze atomowym z uwolnieniem
jednego neutronu w przybliżeniu PWIA z wymianą jednego fotonu

Nukleon po uwolnieniu nie oddzałuje z jądrem.
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Metoda de Foresta

Zamiast szukać postaci macierzy wierzchołka dla związanego nukleonu
modyfikujemy tensor hadronowy nukleonu swobodnego:

H̃µν(q) = H free nucleonµν (q̃)

q = (ω,q)
q̃ = (ω̃,q) = (ω − ε,q)

ε - energia wiązania

H̃µν =
1
4
q̃2
(
gµν −

q̃µq̃ν
q̃2

)
H̃1

+

(
pµ − q̃µ

(p, q̃)

q̃2

)(
pν − q̃ν

(p, q̃)

q̃2

)
H̃2
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Poprawka do tensora hadronowego

Zastosowanie metody de Forest prowadzi do problemu - prąd hadronowy
nie jest zachowany:
qµH̃µν 6= 0

Dodajemy poprawkę do tensora tak, aby uzyskać zachowanie prądu:˜̃
Hµν = H̃µν + ∆Hµν

qµ
˜̃
Hµν = 0

Ogólna struktura ˜̃Hµν

:˜̃
H00,

˜̃
H0j = aqj + bq⊥j , ˜̃H jk = cqjqk + d(q⊥j qk + qjq

⊥
k ) + eH̃⊥jk
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Poprawka do tensora hadronowego

˜̃
H00,

˜̃
H0j = aqj + bq⊥j , ˜̃H jk = cqjqk + d(q⊥j qk + qjq

⊥
k ) + eH̃⊥jk

aq2 = ω
˜̃
H00

aqjω = cqjq2 + dq⊥j q
2

aω = cq2

bq⊥2ω = dq⊥2q2

bω = dq2

˜̃
H00 = H̃00 + α
b = H̃⊥ + δ
Wybór współczynników jest dowolny
Wybierzmy: α = 0, δ = 0, e = 1
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Poprawka do tensora hadronowego

˜̃
H00 = H̃00

H̃j0 = −
qj q

k

|q|2
H̃k0 +

[
H̃j0 +

qj q
k

|q|2
H̃k0

]
→

˜̃
H j0 =

qjω

|q|2
H̃00 +

[
H̃j0 +

qj q
k

|q|2
H̃k0

]

H̃jk =
qj qk qmqn

|q|4
H̃mn −

[
qj q

m

|q|2
H̃mk +

qj qk qmqn

|q|4
H̃mn

]
+

−
[

qk qn

|q|2
H̃jn +

qk qj q
nqm

|q|4
H̃mn

]
+

[
H̃jk +

qj q
m

|q|2
H̃mk +

qk qn

|q|2
H̃jn +

qk qj q
nqm

|q|4
H̃mn

]
→

˜̃
H jk =

qj qkω
2

|q|4
H̃00 +

[
qjω

|q|2
H̃0k +

qj qk qnω

|q|4
H̃0n

]
+[

qkω

|q|2
H̃j0 +

qk qj q
mω

|q|4
H̃m0

]
+

[
H̃jk +

qj q
m

|q|2
H̃mk +

qk qn

|q|2
H̃jn +

qk qj q
nqm

|q|4
H̃mn

]
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Poprawka do tensora hadronowego

∆H00 = 0

∆Hj0 = qj (ω − ω̃)

(
−
1

4
H̃1 +

1

|q|2

(
Ep − ω̃

(q̃, p)

q̃2

)2
H̃2

)

∆Hjk = −
qk qj

|q|2
1

4
H̃1
(
ω2 − ω̃2

)
+ (ω − ω̃)

[
qk qj

|q|4
(ω + ω̃)

(
Ep − ω̃

(q̃, p)

q̃2

)2
+

qj

|q|2

(
pk − qk

(q, p)
|q|2

)(
Ep − ω̃

(q̃, p)

q̃2

)
+

qk

|q|2

(
pj − qj

(q, p)
|q|2

)(
Ep − ω̃

(q̃, p)

q̃2

)]
H̃2
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Poprawka do tensora hadronowego

Po obliczeniach, których nie przytaczam, uzyskujemmy końcową postać
zwężenia poprawki i tensora leptonowego:

∆HµνLµν = −C1 14 H̃1 + C2H̃2

Współczynniki C1 i C2 wynoszą:
C1 = (ω − ω̃)

[
1
4

(
Q2 − ω2

)
(ω + ω̃)− (|q|EkQ − ω(q, k))

]
C2 = C1P

2 + (ω − ω̃)PQ
(

(k,p)− (q,k)(q,p)
|q|2

)
Q = 2(k,q)

|q| − |q|

P = 1
|q|

(
Ep − ω̃ (q̃,p)

q̃2

)
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Poprawka do tensora hadronowego
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Rysunek: Różniczkowy przekrój czynny dla węgla w modelu GFG,
Ek = 1108MeV , θ = 37, 5◦

27 / 40



Poprawka do tensora hadronowego

Inna możliwość wyboru poprawki:˜̃
H00 = qmqn

ω2
H̃mn˜̃

H0k = −qm

ω H̃mk˜̃
H jk = H̃jk

∆H00 =
ω̃2 − ω2

ω2

[
−
1

4
|q|2H̃1 +

(
Ep − ω̃

(q̃, p)

q̃2

)2
H̃2

]

∆Hj0 =
ω̃ − ω
ω

[
−qj ω̃

1

4
H̃1 +

(
pj − qj

(q̃, p)

q̃2

)(
Ep − ω̃

(q̃, p)

q̃2

)
H̃2

]

∆Hjk = 0
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Poprawka do tensora hadronowego

∆HµνLµν = −D1 14 H̃1 + D2H̃2

Współczynniki D1 i D2 wynoszą:
D1 = (ω − ω̃)

(
ω̃
ω (Ek |q|Q − ω(k,q))− 14(ω − ω̃)(Q2 − ω2) |q|

4

ω4

)
D2 =

[
|q|2
ω2

P(ω − ω̃)Q
(

(p, k)− (k,q)(p,q)
|q|2

)
+ D1P

2
]

Q = 2(k,q)
|q| − |q|

P = 1
|q|

(
Ep − ω̃ (q̃,p)

q̃2

)
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Porównanie poprawek
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Rysunek: Różniczkowy przekrój czynny dla węgla w modelu GFG,
Ek = 1108MeV , θ = 37, 5◦
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Porównanie poprawek
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Rysunek: Różniczkowy przekrój czynny dla węgla w modelu GFG,
Ek = 1501MeV , θ = 37, 5◦
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Wykresy - Węgiel
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Wykresy - Tlen
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Wykresy - Wapń
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Wnioski

pik nie jest ostry jak w przypadku rozpraszania na swobodnym
nukleonie, tylko poszerzony, co odzwierciedla rozkład pędów
nukleonów w jądrze

wykresy modelu LGF są szersze u postawy w porównaniu z wykresami
w modelu GFG . Jest to spowodowane wkładem od nukleonów o
wyższej wartości pędu niż średnia wartość pędu Fermiego, którą
użyliśmy w modelu GFG

wzrost dopasowania wykresów do danych doświadczalnych, zwłaszcza
dla modelu GFG , ze wzrostem przekazu pędu w okolicach maksimum
piku |qmax |. Przybliżenie impulsowe staje się bardziej uzasadnione.

Na prawo od piku kwazielastycznego widzimy piki rezonansowe,
których model nie odtwarza.
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Skalowanie

Inkluzyjny przekrój czynny jest funkcją niezależnych zmiennych |q| i ω.
Wybieramy nowe zmienne |q|, y(|q|, ω).
Funkcja skalowania:

F (q, y) =
1

Aσeff
eN

d2σ

dΩdE ′

σ̃eff
eN = 1

A (Z σ̃ep + Nσ̃en).

σ̃eN = Ep+q

|q| σeN

F (q, y)→q→∞ F (y)
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Skalowanie

W skalowaniu typu y wybieramy za zmienną skalowania minimalną wartość
pędu nukleonu dla energii wzbudzenia jadra E = 0.
±y(|q|, ω) = |p|min

y(|q|, ω) =
|q|(M2−M0B

2−W )+(MA+ω)
√

(W−(M0B +M)2)(W−(M0B−M)2)

2W
W = (MA + ω)2 − |q|2
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Skalowanie
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Rysunek: Funkcja F(y) otrzymana na postawie danych doświadczalnych przekroju
czynnego dla węgla
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