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Motywacja

Motywacja

m W przypadku wektoréw mamy reguty dodawania,
mnozenia przez liczbe i obliczania iloczynu skalarnego nie
odwotujace sie do wspotrzednych.

m Czy mozna analogiczne reguty znalez¢ dla spinoréw?

m Jak w takim razie wyobrazac sobie spinor?

m Modut iloczynu skalarnego spinoréw nie zalezy od ich faz.
Czym jest spinor jedli zaniedbamy jego faze?
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Kierunek spinora

Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi
lloczyn skalarny
Spinor we wspoétrzednych sferycznych

Dla kazdego spinora 1) = (Z) istnieje taki kierunek ni, ze

noy =1
Wektor jednostkowy i nazywamy kierunkiem spinora 1.
Dowdd: Jesli a =0, to i = (0,0, —1), poniewaz
(10 0y (O
0 —1)\b/) \b)"
Jedli a # 0, to mozna podzieli¢ ¥ przez a i ograniczy¢ sie do

spinoréw postaci 1) =
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Kierunek spinora
Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi
lloczyn skalarny

Spinor we wspoétrzednych sferycznych

Kazda liczba zespolona ¢ € C da sie przedstawi¢ postaci:

ne +nyi
= — 1
Ty (1)

dla pewnych nZ 4 n? + n2 = 1. Rzeczywiscie, z (1) wynika, ze:

— n)2<+n)2/ 1_nz
CC = =
(1+n,)> 1+4n,
a zatem:
1—cc 2 2
n,=-——, n, = — Rec, n,=——Imec.
1+ cc 1+ cc y T 1xce

Wielkosci ny, ny, n, spetniaja (1) dla dowolnego ¢ € C.

L : : : : 1
Okazuje sie, ze ii = (ny, ny, n,) jest kierunkiem spinora (c)
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Kierunek spinora
Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi

lloczyn skalarny
Spinor we wspoétrzednych sferycznych

Réwnos¢ rigyy = 1 wynika z faktu, ze 1) jest proporcjonalne do
pierwszej kolumy macierzy

o [ 1+n, nc—nyi
(1+77) = ne+n, 1—n,

oraz tego, ze (Ad)? = 1.

Dokfadniej

g ﬁﬁl—l—ﬁ& 1 noc+1 (1 y
o = no———— — 1= — .
1+n, \O 1+n, \O
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Kierunek spinora

Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi
lloczyn skalarny
Spinor we wspoétrzednych sferycznych

Obrét spinora 1) wokét kierunku wtasnego i o kat av jest
. . . 2l
reprezentowany przez pomnozenie przez liczbe e'2®

ei%aﬁ&w — ei%aw

Dowdd: Biorac pod uwage réwnosé rgy) = 1, po rozwinieciu
e’%o‘ﬁ‘?qﬁ W szereg, wyrazy 116 mozna zastapi¢ jedynkami, bo sa
mnozone z prawej strony przez ). Po zwinieciu szeregu
otrzymamy e'2%9).
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Kierunek spinora
Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi

lloczyn skalarny
Spinor we wspoétrzednych sferycznych

Norma iloczynu skalarnego spinoréw jest iloczynem ich norm i
cosinusa pofowy kata miedzy ich kierunkami.

Jesli iy i niy sg kierunkami spinoréw 1y i 1, to

[elebal = il ] cos 5.

gdzie o jest katem miedzy wektorami ny i .

Dowdd: Kazdy spinor o kierunku 7 jest proporcjonalny do
pierwszej kolumny macierzy 1 + rig (do drugiej zreszta tez, bo
det(1 + rid) = 0), twierdzenie wystarczy wiec udowodni¢ dla
spinoréw unormowanych:
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Kierunek spinora
Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi

lloczyn skalarny
Spinor we wspoétrzednych sferycznych

1 14+ n,
V2t 2m \n+ nyi

Uwaga: powyzszy wzér nie ma sensu, gdy n, = —1. Wtedy
nalezy uzy¢ drugiej kolumny:

1 Ny — Nyl

77Z)(ﬁ)5\/2_72n2 1_nz
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Kierunek spinora
Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi

lloczyn skalarny
Spinor we wspoétrzednych sferycznych

W dalszej czedci dowodu zamiast fy, iy piszemy odpowiednio i oraz 7.
(14 nl)(1 + nz) + nne + niny, + i(n,ny, — nj,ny)
2v/(1+n)(1+4n))

Wi (AY(i) =

Zatem

) = GEmA T )+ moct nyny)” + (nny = nyn)®
414 n,)(1+ n)
(L4 nf)?(1 + n2)* +2(1 + n2)(1 + ) (ncne + nyny)
414 n,)(1+4 n)
(nny + n},ny)? + (n.n, — n},n,)?
414 n;)(1+ n)
(14 n)(1+ n,) +2(,n, + )
4
(men)® + () + (nny)? + () )’
414 n,)(1+4n)
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Kierunek spinora

a

Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi

lloczyn skalarny

Spinor we wspoétrzednych sferycznych

((1+ M)(L+ n) + 2(nns + nn,)

(2 + ny2)(n% + n})

4 4(1+n)(1+n)
(A + ) (1 + nz) +2(nn + nyny) (1 —nl2)(1— n2)
4 41+ n)(1+n)
((L+n))(1+ n,)+2(nne + nﬁ,ny) (1-n)(1—ny)
_|_
4 4
+2(n_n, +n,n, +n_n
((2+2(nenx + nyny + nn;)
4
1+nAr  1l+cosa e
— = cos® —
2 2 2
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Kierunek spinora
Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi
lloczyn skalarny

Spinor we wspétrzednych sferycznych

Jedli kierunek spinora jest we wspétrzednych sferycznych
wyrazony przez (1,6, ¢) to spinor ten w bazie sktadajacej sie
ze spinoréw skierowanych pionowo w gére 14 i pionowo w dét
1 ma postac:

_ e etitcos?\  [dh _(a
=t (Tam) = () =6) @

Uwaga: Faza wektoréw bazowych ¢ i ¢, musi by¢ tak
dobrana, by

(0r0)(yy) € Ry gdy ¢ = 0.
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Kierunek spinora
Kierunek spinora Obrét spinora wokét wtasnej osi
lloczyn skalarny

Spinor we wspétrzednych sferycznych

Parametry r, 6, ¢, o moga by¢ wyrazone za pomoca a i b:

r = +/[al*+ |bJ? (3)
ei% — |a|+l‘b| (4)
|a|? 4 | b|2
0 _ a/b
S Py )
i _ ab 6
2b) (6)

Jak wida¢ nie da sie rozseparowaé ¢ i ¢ gdy a lub b znika.
Wtedy przyjmujemy ¢ = 0 oraz ¢ réwne fazie nieznikajacej
wspotrzednej (b lub a odpowiednio).

Nie ma sposobu na globalne okreslenie zmiennej ¢ (fazy
spinora) w sposéb gtadki. (Nie mozna uczesa¢ sfery).
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Przestrzen spinoréw jako wigzka wiéknista
Przeniesienie réwnolegfe
Faza iloczynu skalarnego

Faza spinora

Mozemy traktowac przeksztatcenie ze zbioru spinoréw
unormowanych w ich kierunki ¢ — i, jako wigzke wtdknista z
baza w postaci sfery S,. (Nosi to nazwe rozwitéknienia Hopfa
53 — 52)

Jesli spinor ¢ = (Z) jest unormowany (3a + bb = 1) to

wyrazenie na wspotrzedne wektora kierunku 7, przybiera
szczegolnie prostg postacd:

n, = aa— bb
n.+n,i = 2ab
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Przestrzen spinoréw jako wigzka widknista
Przei enie réwnolegte

Faza spinora y
P Faza iloczynu skalarnego

Naturalne jest zdefiniowanie przeniesienia réwnolegtego spinora
po kole wielkim jako obrotu tego spinora w ptaszczyznie
zawierajacej to koto wielkie, czyli wokot osi prostopadtej do
kierunku spinora. Jako przyktad rozpatrzymy obrét spinora

) = % G) o kierunku 7, = (1,0,0) wokét osi z o kat a.

tatwo zauwazyc ze

/ = 1503 = — e
o=t ()
zatem 1
Uhp = 5 (e +e7'2) = cos% (7)
Zwréémy uwage, ze wynik jest liczbg rzeczywista. Ze wzgledu
na niezmienniczos¢, iloczynu skalarnego wzgledem dziatania
SU(2) wynik ten jest ogdlnie prawdziwy.
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Przestrzen spinoréw jako wigzka widknista
enie réwnolegte

Faza spinora
a iloczynu skalarnego

W trakcie przesuwania réwnolegtego po kole wielkim,
otrzymujemy spinory, ktdrych iloczyny skalarne (ze spinorem
wyjsciowym, ale takze kazdego z kazdym) s3 liczbami
rzeczywistymi.

Ten fakt mozna wykorzysta¢ do odwrdcenia defninicji: W
kazdym niewielkim otoczeniu dowolnego punktu przestrzeni
bazowej S,, mozna zdefiniowaé przeniesienie réwnolegte w ten
sposéb, ze jako réwnolegte (majace “jednakowe” fazy)
traktujemy te spinory, ktérych iloczyn skalarny jest liczba
rzeczywistg dodatnia. Relacja ta nie jest przechodnia.
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Przestrzen spinoréw jako wigzka widknista
enie réwnolegte

Faza spinora
a iloczynu skalarnego

Spinor przeniesiony réwnolegle w ten sposob, ze jego kierunek
zakresla na sferze S, krzywa zamknieta bedaca gran/cg
obszaru o polu S rézni sie od wyjsciowego o czynnik ez’

Uwaga: Poniewaz kazda krzywa zamknieta dzieli sfere na dwa
obszary o sumie pdl réownej 47, wiec istotne jest, ktéry z nich
nazwiemy litera S.

Stosujemy konwencje, ze chodzi o obszar znajdujacy sie “po
prawej stronie” w trakcie poruszanie sie po krzywej zamkniete;.

Wynika stad, ze obiegajac krzywa w kierunku przeciwnym

wez’miemy obszar dopetniajacy i otrzymamy faze przeciwna
e 2(47r S) _ e—/15
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Przestrzen spinoréw jako wigzka widknista
Przeniesienie réwnolegte

Faza spinora y
P Faza iloczynu skalarnego

Uwaga 2: W szczegdlnosci przesuniecie rownolegte po catym
kole wielkim skutkuje zmiana znaku spinora (/22" = —1).
Dowdd: Lemat wynika z faktu iz takie przeniesienie
rownolegte mozna zrealizowaé za pomoca ztozenia obrotéw.
Wynikowy obrét jest obrotem wokét kierunku spinora
wyjsciowego, poniewaz wektor ten nie zmienia si¢ po obejsciu
krzywej zamknietej. Kat « jest réwny polu obszaru
ograniczonego krzywa, natomiast obrét wokét wtasnej osi o
kat « jest rbwnowazny z pomnozeniem spinora przez ez,
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Przestrzen spinoréw jako wigzka widknista
Przeniesienie réwnolegfe

Faza spinora .
P Faza iloczynu skalarnego

Faza iloczynu skalarnego spinoréw 1, 1, jest réznica ich faz,
obliczona w ten sposdb, ze spinor 1) jest przeniesiony
réwnolegle z fiy, do iy, po mniejszym tuku kota wielkiego.

Dowdd: Wynika poéttoraliniowosci iloczynu skalarnego oraz
definicji przesuniecia réwnolegtego.

Whiosek: Majac zdefiniowana koneksje spetniajaca warunki
lematu 5 mozna zdefiniowal pojecie iloczynu skalarnego nie
odwotujac sie do wspétrzednych spinora.
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Cykliczny iloczyn skalarny
Obroty spinora

. Geometryczna interpretacja symetrii
Zastosowania y P Ja sy

Faza cyklicznego iloczynu skalarnego:

5]

V1othoths . .. 10Uathy = re'z gdzier € R (8)

rowna jest potowie pola S “n-kata” na sferze wyznaczonego
przez kierunki fiy,, . .. Iy, .

Uwaga: Z Lematu 3 (a takze z réwniania (7)) wynika, ze w
réwnaniu (8) r jest iloczynem kosinuséw potéwek dtugosci
tukéw “tamanej”

Uwaga 2: W granicy n — oo z Lematu 7 wynika Lemat 5.
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Cykliczny iloczyn skalarny
Obroty spinora

. Geometryczna interpretacja symetrii
Zastosowania y F 43 sy

Przyktad:

) al) el

V1othathsthsthy = 1(1 + €)1 = 2 cos

Ml%‘ A
[y
\_/

Faza jest wiec réwna % Jest to potowa pola “tréjkata

sferycznego” wyznaczonego przez kierunki:
ny, = (0,0,1),
ng, = (1,0,0),
My, = (cos@,sing,0).
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Cykliczny iloczyn skalarny
Obroty spinora
Geometryczna interpretacja symetrii

Zastosowania

, T . .. -1
m Obrét wokét kierunku spinora = mnozenie przez e’z

m Obrét wokét osi prostopadtej do kierunku spinora =
przesuniecie rownolegte po kole wielkim.

m Obrét dowolny jest kombinacja tych dwdch. Nalezy
wykonad:
m Przesuniecie réwnolegte po tuku zakre$lanym przez
kierunek spinora.
B mnozenie przez e’%
gdzie « - kat obrotu,
0 - kat miedzy kierunkiem spinora a osig obrotu.

acosf
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Cykliczny iloczyn skalarny
Obroty spinora

Zastosowania Geometryczna interpretacja symetrii

Geometryczna interpretacja symetrii

lloczyn skalarny dwdch spinoréw nie zmienia sie gdy:

m obrécimy je wokét tej samej osi o ten sam kat - SU(2).

m obrécimy kazdy z nich wokdt wtasnej osi o ten sam kat -

U(1).
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Cykliczny iloczyn skalarny
Obroty spinora

Zastosowania Geometryczna interpretacja symetrii

Podsumowanie

Zalety:

m Niezalezna od wspétrzednych izotropowa wizualizacja.

m Prosty wzér na modut iloczynu skalarnego.

m Mozliwos¢ uogdlnien - konsystentne koneksje istnieja tylko
dla spinéw catkowitych i potéwkowych.

m Powigzanie rozwtdknienia Hopfa z iloczynem skalarnym
spinoréw.

Wady:

m Skomplikowane dodawanie - wynika z faktu, jesli kierunki
spinoréw sie réznig, to dowolny inny jest ich kombinacja
liniowa.
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